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最大熵分位值估计及其对偶型优化解法
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要!针对经典最大熵分位值估计中拉格朗日系数计算目前存在高度非线性*计算结果精度不高或有

时难以收敛等问题"提出了一种对偶型
U

逐次寻优的方法
%

基于拉格朗日对偶法"推导建立了含有拉格朗日系

数优化函数的对偶表达式+在此基础上"基于样本的概率权重矩约束"提出了逐次寻优算法
%

针对几种常见的

概率分布类型和一种较为复杂的概率分布类型"采用对偶型最大熵方法和经典最大熵方法对其概率累积函

数和分位值进行计算对比分析表明!对偶型最大熵分位值估计不仅具有非线性程度低*形式简单"而且对偶

型
U

逐次寻优的方法具有比较高的计算精度"优化迭代的收敛性好等特点
%
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可靠性工程设计中经常需要求出给定可靠度

对应的分位值"一般事先必须假定概率分布类型"

然后进行假设检验"参数估计"再得到分位值函

数
%

而最大熵原理在解决概率性问题时能够不事

先假定概率分布而拟合出分位值函数"是处理这

类问题的一种有力工具
%

文献%

0U5

&提出了经典最大熵分位值估计的

推导过程"利用非线性最小二乘法
U

拟牛顿优化法

确定出最大熵分位值函数的拉格朗日系数
%

但由

于经典最大熵分位值估计拉格朗日系数计算的高
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度非线性及拟牛顿法的缺陷"使得寻优结果对初

始点的选取较为敏感
%

初始点的选取不当"往往造

成优化结果不理想或寻优结果不收敛
%

针对上述问题"本文提出了对偶型
U

逐次寻优

方法确定拉格朗日系数"并在此基础上提出了精

度更高的改进对偶型最大熵分位值估计"算例表

明"与经典最大熵分位值估计方法比较"本文提出

的方法计算精度高"优化迭代的收敛性好
%

文中将由非线性最小二乘法确定拉格朗日系

数的最大熵分位值估计称为经典型最大熵分位值

估计+由对偶原理确定拉格朗日系数的最大熵分

位值估计称为对偶型最大熵分位值估计
%
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概率加权矩

0K6K

年
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提出了概率加权矩"与

经典矩的统计相比"概率加权矩克服了小样本经

典矩估计出现的大偏差问题
%

该方法已经在气象*

水文*机械工程领域中得到了应用
%

设随机变量
2

和概率分布函数
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其中
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为任意实数
%

为了取得较好的统计特

性"避免观测值的高次方造成的较大抽样误差"一

般取
*70

+为了计算方便"令
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或
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"概率

加权矩可表示为
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不及概率权重矩
%

样本观测系列
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为递增离散系列
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$"则样本概率加权矩可写成如

下公式!
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为样本从小到大排序后"序号为
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的观测
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的无偏估计值
%

对于小样本概率加权矩具有良好的无偏性
%

因此"利用样本的概率加权矩来估计概率统计量

精度较高
%
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对偶型最大熵分位值估计
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对偶型不及概率最大熵分位值估计
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$经典不及概率最大熵分位值估计

设
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$为随机变量
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在概率累积值为
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的
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为约束条件

个数
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现有文献%
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&中确定不及概率最大熵

分位值解析式及其系数一般采用如下形式!

不及概率最大熵分位值函数的解析形式为
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为拉格朗日乘子
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一般情况"利

用最小二乘法原理"使残差余量
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目前普遍采用牛顿迭代寻优求解上式
%

但是"

采用牛顿迭代寻优求解存在如下不足"即初值点

对寻优结果比较敏感
%

其一"初值点选取不合理"

寻优结果就不理想
%

其二"上述残差
:

是关于
!

'

的高度非线性"往往造成寻优结果难以收敛
%
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$对偶型不及概率最大熵分位值估计

根据式#
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$"本文重新构造拉格朗日函数
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为拉格朗日乘子"将其转化为无约

束优化问题"即有
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由驻值条件 (
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熵分位值函数的解析形式为
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$代入式#
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对式#
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$进行寻优即可得到拉格朗日系数
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进一步可确定不及概率最大熵分位值函数的

式#

03

$

%

#"#

!

对偶型超越概率最大熵分位值估计
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$经典超越概率最大熵分位值估计

设
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则超越概率最大熵定义为%
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为约束条件

个数
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与不及概率分位值函数相似"超越概率最大

熵分位值函数的解析形式为
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在确定分位值函数
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到优化函数结构形式与式#
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$对偶型超越概率最大熵分位值估计

根据式#

0<

$"本文重新构造拉格朗日函数
@

"

且
'

1

"

'

0

"."

'

5

为拉格朗日乘子"将其转化为无

约束优化问题"即有

;+b

!

@

$(

&

0

1

%

3

#

<

$

*/3

#

<

$&

-

<

(

#

'

1

(

0

$

&

0

1

3

#

<

$

-

<

(

>

% &

1

(

"

?

5

$

0

'

5

&

0

1

<

5

3

#

<

$

-

<

(

>

% &

5

#

!0

$

!!

由驻值条件 (

@

(

3

#

<

$

$

1

"得超越概率最大熵

分位值函数解析形式为

3

#

<

$

$

)b

E (

'

?

5

$

1

'

5<

# $

5

#

!!

$

!!

为了确定
'

1

与
'

5

#

570

"

!

"."

?

$的关系"将

式#

!!

$代入约束条件
&

0

1

3

#

<

$

-

<

$

>

1

中"得到

'

1

$

*/

&

0

1

)b

E (

'

?

5

$

0

'

5<

# $

5

-

<

>

% &

1

#

!2

$
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!!

将式#

!!

$代入式#

!0

$"得到拉格朗日对偶形

式的寻优函数
"

为

;@/

!

"

$(

&

0

1

)b

E (

"

?

*

$

1

'

*<

# $

*

(

"

?

5

$

1

'

5<

# $

5

-

<

(

'

1

(

# $

0

&

0

1

)b

E (

"

?

5

$

1

'

5<

# $

5

-

<

(

>

% &

1

(

"

?

5

$

0

'

5

&

0

1

)b

E (

"

?

*

$

1

'

*<

# $

*

<

5

-

<

(

>

% &

5

$

"

?

5

$

1

'

5

>

5

#

!3

$

!!

对式#

!3

$进行寻优即可得到拉格朗日系数

'

5

#

570

"

!

"."

?

$"进一步可确定超越概率最大

熵分位值函数式#

!!

$

%

#"5

!

改进的对偶型最大熵分位值估计

不及概率最大熵分位值估计在拟合百分位值

函数时"其低概率累积分位点相对其他分位点误

差大"而超越概率最大熵分位值函数估计在拟合

百分位值函数时"其高概率累积分位点相对其他

分位点误差大
%

将两者进行线性组合可以提高分

位值函数的估计精度
%

设
3

#

-

$为随机变量
2

在概率累积值为
-

的

分位值#

-7!

#

2

%

3

#

-

$$$"由式#

03

$和式#

!!

$"

则改进的分位值函数最大熵解析式为

3

#

-

$

$

-)b

E (

'

6

'

$

1

!

'

-

# $

'

%

#

0

(

-

$

)b

E (

'

?

5

$

1

'

5

#

0

(

-

$

% &

5

#

!4

$

5

!

对偶型最大熵分位值估计的优化

算法及实现

!!

为了进一步解决经典最大熵*对偶型最大熵

以及改进的最大熵等分位值函数#即式#

K

$*式

#

03

$*式#

0K

$*式#

!!

$和式#

!4

$$的求解过程中寻

优计算拉格朗日乘子的初始点敏感性问题"即寻

优结果精确不高*寻优不收敛和求解效率低等问

题
%

本文提出采用逐次寻优的优化算法求解拉格

朗日乘子
%

由于在
B+

W

)D

分析及数据处理中"各阶样本

矩
9

5

或
>

5

是不相关的%

2

&

"所以本文的逐次寻优

算法在寻优计算拉格朗日乘子时"从低阶到高阶

逐次加入概率权重矩"并更新最大熵函数表达式
%

下面以不及概率最大熵分位值函数的计算实

现过程为例"阐述本文提出的逐次寻优算法的步骤

设拉格朗日乘子的总数为
4

"

670

"

!

"

2

"."

4H0

"那么

0

$当
670

时"优化变量为
A

0

7

%

!

0

&"其初始

值
!

0

7M

"则
!

1

$

*/

&

0

1

)b

E

#

(!

0

-

$

--9

% &

1

"并根

据优化函数
;@/

!

!

$

'

0

'

$

1

!

'

9

'

"采用单纯形优化

求出最优变量为
!

*

0

7

%

!

*

#

0

$

0

&

%

!

$当
67!

时"优化变量为
!

!

7

%

!

0

!!

!

&"其

初 始 值 为
!

!

7

%

!

*

#

0

$

0

!

1

&"令
!

1

$

*/

&

0

1

)b

E (

'

!

'

$

0

!

'

-

# $

'

--9

% &

1

"根 据 优 化 函 数

;@/

!

!

$

'

!

'

$

1

!

'

9

'

"采用单纯形优化求出最优变

量为
!

*

!

7

%

!

*

#

!

$

0

!!

*

#

!

$

!

&

%

2

$增加
6

值"如此往复"直至
674H0

步"

得 到 最 终 的 最 优 变 量
!

*

6

"并 由
!

1

$

*/

&

0

1

)b

E (

'

6

'

$

0

!

'

-

# $

'

--9

% &

1

得出
!

1

%

3

$由最终的拉格朗日系数
!

1

"

!

0

"."

!

4H0

"代

入式#

04

$即可得到不及概率最大熵分位值函数
%

超

越概率最大熵分位值的计算步骤与上述相同
%

?

!

算例分析与讨论

?"!

!

常见概率分布类型的最大熵分位值计算分析

应用本文方法对常见的正态分布*对数正态

分布"威布尔分布*指数分布等
3

种分布类型的不

同概率分布分位值计算"以显示本文方法处理不

同概率分布分位值的适应性
%

假设随机样本分别服从威布尔分布
"

#

!

"

!

"

184

$#形状参数为
!

"位置参数为
!

"尺度参数为

184

$"正态分布
&

#

0

"

18!

$#期望为
0

"标准差为

18!

$"对数正态分布
*/&

#对数期望为
1

"对数标

准差为
182

$"指数分布
,

#率参数为
3

$

%

通过
"'/,)$+(*'

方法生成
0111

个样本"采

用本文的对偶型不及概率最大熵分位值估计法*

超越概率最大熵分位值估计法以及改进最大熵分

位值估计法分别对该
3

种分布类型的分位值进行

计算"并取所计算样本的前
01

阶概率权重矩进行

约束"得到对偶型最大熵分位值函数曲线与理论

累积函数曲线的对比见图
0%

从图
0

可以看出"在大样本条件下"对偶型不

及概率最大熵分位值估计法*超越概率最大熵分

位值估计法以及改进对偶型最大熵分位值估计法

的计算结果与理论概率累积函数结果均十分吻

合"表明本文提出的对偶型最大熵分位值逐次寻
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图
0

!

常见分布类型的对偶型最大熵分位值计算结果对比

A@

>

%0

!

$';

E

+(@D'/'N-.+*;+b@;.;)/,('

EWf

.+/,@*)

&+*&.*+,@'/()D.*,D'N&';;'/-@D,(@F.,@'/,

WE

)D

优方法能够很好地模拟常见类型的概率分布+且

公式表达形式统一*简单
%

?"#

!

对偶型最大熵与经典最大熵分位值计算

精度对比

!!

通过
"'/,)$+(*'

方法生成
0111

个样本"分

别服从威布尔分布
"

#

!

"

!

"

184

$#形状参数为
!

"

位置参数为
!

"尺度参数为
184

$"正态分布
&

#

0

"

18!

$#期望为
0

"标准差为
18!

$"对数正态分布

*/&

#

1

"

182

$#对数期望为
1

"对数标准差为
182

$"

指数分布
,

#

3

$#率参数为
3

$

%

将本文的对偶型超越概率分位值最大熵估

计*和经典超越概率分位值最大熵估计分别采用

本文的逐次寻优算法和经典的拟牛顿算法计算分

位值#不及概率分位值计算类同$

%

取所计算样本

的前
01

阶概率权重矩进行约束"得到最大熵分位

值函数曲线与理论概率累积函数曲线的对比见图

!

"不同分位值函数估计方法产生的方均根误差

#

Z"?J

$见表
0%

从图
!

及表
0

的结果可以看到拟合曲线的精

确程度从高到低的排序为!对偶型
U

逐次寻优法*

对偶型
U

拟牛顿法*经典型
U

逐次寻优法*经典型
U

拟

牛顿法
%

分析其原因为!经典型
U

拟牛顿法得出的拟合

曲线与理论曲线相差很大"由于优化函数的高度

非线性存在寻优困难"同时拟牛顿法的初始点选

取十分重要
%

本算例中由于初始点的选取不合适"

导致优化不收敛
%

而逐次寻优法避免初始点的选

取不当造成的优化不收敛问题"使经典型
U

逐次寻

优法比经典型
U

拟牛顿法有更高的计算精度
%

对偶

型分位值函数简化优化函数"使其不再高度非线

性"得到的计算曲线较经典型具有更高的精度
%

图
!

!

对偶型分位值函数与经典分位值函数对比

A@

>

%!

!

$';

E

+(@D'/F),O))/-.+*

f

.+/,@*)N./&,@'/+/-

&*+DD@&

f

.+/,@*)N./&,@'/

表
!

!

不同分位值估计方法产生的方均根误差

$%&'(!

!

N@O;<%41(0&

J

0+33(7(.,

=

4%.,+'(

(1,+/%,+-./(,8-0

分布

类型

估计方法

对偶型
U

逐次寻优

对偶型
U

拟牛顿法

经典型
U

逐次寻优

经典型
U

拟牛顿法

威布尔分布
1810! 1810< 181!K 182<2

正态分布
18101 18103 181!3 18!63

对数正态
181!! 18121 18133 183!<

指数分布
18055 18!!1 18!!2 !814<

?"5

!

对偶型最大熵逐次寻优方法对分位值计算

精度讨论

!!

通过
"'/,)$+(*'

方法生成
0111

个服从正

态分布
&

#

01

"

0

$的样本"应用对偶型不及概率最

大熵分位值估计法*超越概率最大熵分位值估计

法以及改进的最大熵分位值估计法等
2

种"对概

率累积函数进行计算"给出累积概率在%

1

"

18!

&"

%

18<

"

0

&"%

1

"

0

&曲线结果进行对比见图
2

!

图
4

"

及各概率区间的分位值估计方均根方差
Z"?J

见表
!

!

表
3

#其他分布如对数正态分布"威布尔

分布"指数分布等概率累积函数计算精度也有类

似的结果$

%

1!3
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图
2

!

不同阶数的超越概率累积函数曲线

A@

>

%2

!

$.;.*+,@Q)N./&,@'/&.(Q)D'N)b&))-+/&)

E

('F+F@*@,

W

O@,C-@NN)()/,'(-)(D

图
3

!

不同阶数的不及概率累积函数曲线

A@

>

%3

!

$.;.*+,@Q)N./&,@'/&.(Q)D'N@/D.NN@&@)/,

E

('F+F@*@,

W

O@,C-@NN)()/,'(-)(D

图
4

!

2

种不同最大熵累积函数曲线对比

A@

>

%4

!

$';

E

+(@D'/'N,C())=@/-D'N;+b@;.;)/,('

EW

&.;.*+,@Q)N./&,@'/&.(Q)D

表
#

!

对偶型超越概率分位值估计方均根误差

$%&'(#

!

N@O;-304%'(B<((0%.<(

9

7-&%&+'+,

J

=

4%.,+'((1,+/%,+-.

概率

区间

对偶型超越概率累积函数阶数

4

阶
01

阶
!1

阶

%

1

"

18!

&

18022K 181K60 181636

%

18<

"

0

&

180!22 180115 180110

%

1

"

0

&

181<24 181536 1814K0

表
5

!

对偶型不及概率分位值估计方均根误差

$%&'(5

!

N@O;-304%'+.1433+<+(.,

9

7-&%&+'+,

J

=

4%.,+'((1,+/%,+-.

概率

区间

对偶型不及概率累积函数阶数

4

阶
01

阶
!1

阶

%

1

"

18!

&

1802!< 18010! 180116

%

18<

"

0

&

1800<! 181K45 18161<

%

1

"

0

&

181<!3 181530 1814<3

表
?

!

5

种不同最大熵分位值估计方均根误差

$%&'(?

!

N@O;-3,87((P+.01-3/%B+/4/(.,7-

9J

=

4%.,+'((1,+/%,+-.

概率

区间

最大熵累积函数

!1

阶不及概率

累积函数

!1

阶超越概率

累积函数

!1

阶改进对

偶型累积函数

%

1

"

18!

&

18013< 181661 181646

%

18<

"

0

&

181532 18011! 181526

%

1

"

0

&

18146! 18146K 181351

!!

从图
2

!

图
4

及表
!

!

表
3

可以看出

0

$

2

种最大熵估计法都能很好地计算常见

分布类型的累积函数曲线"随着约束条件阶数的

增加#

6

阶约束对应的最大熵称为
6

阶最大熵估

计$"计算的曲线更加逼近理论概率累积函数

曲线
%

!

$从图
2

#

+

$和图
2

#

F

$及表
!

可以看出"超

越概率最大熵分位值估计法得到的累积函数曲线

在低可靠度的部分随着阶数增大其精度提高变化

不大"在高可靠度的部分随着阶数增大其精度提

高变化明显
%

从图
3

#

+

$和图
3

#

F

$及表
2

可以看

出"不及概率最大熵分位值估计法得到的累积函

数曲线在低可靠度的部分随着阶数增大其精度提

高变化明显"在高可靠度的部分随着阶数增大其

精度提高变化不大
%

0!3
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2

$从图
4

及表
3

可以看出"由于改进的最大

熵分位值函数估计法是不及概率最大熵分位值估

计法与超越概率最大熵分位值估计法上的线性组

合"综合了两者的优点"并且避开了两者的不足"

估计出的概率累积曲线较前两者方法精确
%

?"?

!

改进对偶型最大熵逐次寻优方法在复杂

分布函数中的应用

!!

最大熵分位值估计法不仅能方便地应用在常

见的单峰随机变量"且对于多峰的复杂随机变量

也能很好的适用
%

利用改进对偶型最大熵分位值

估计法及经典最大熵分位值估计法对随机变量
2

进行积累函数估计"随机变量
2

的理论概率密度

为
B

#

3

$

$

0

! !槡$)

184

/

)b

E

(

#

3

(

!1

$

!

!

)

184

% &

!

%

0

! !槡$)

0

/

)b

E

(

#

3

(

!2

$

!

!

)

0

% &

!

C

通 过
"'/,)

$+(*'

方法生成
0111

个服从
2

分布的子样"利用

!1

阶改进对偶型最大熵分位值估计法*经典最大

熵分位值估计法对子样的累积函数曲线进行拟

合"计算结果对比见图
5

及表
4%

图
5

!

复杂随机变量的累积函数曲线对比

A@

>

%5

!

$';

E

+(@D'/'N&.;.*+,@Q)

E

('F+F@*@,

W

N./&,@'/

&.(Q)D+F'.,&';

E

*)bQ+(@+F*)

表
C

!

改进对偶型及经典型最大熵分位值方均根误差

$%&'(C

!

N@O;-3%0*%.<(004%'%.0<'%11+</%B+/4/

(.,7-

9J=

4%.,+'(

概率

区间

经典型最大熵法

方均根误差

改进对偶型最大

熵法方均根误差

%

1

"

0

&

!8<465 181541

!!

从图
5

及表
4

可以看到"在一定的样本条件

下"经典的最大熵分位值函数曲线与理论曲线相

差较大
%

其原因在于经典最大熵法优化函数高度

非线性且优化结果受初始点影响较大+而改进对

偶型最大熵分位值逐次寻优方法得到的累积函数

曲线与理论累积函数曲线吻合较好"精度达到工

程的使用要求
%

C

!

结
!

论

0

$基于拉格朗日乘子对偶法"推导建立了含

有拉格朗日系数优化函数的对偶表达式"与经典

的非线性最小二乘法相比"函数形式简单"非线性

程度低"不论采用本文提出的逐次寻优算法和经

典的拟牛顿优化算法"计算精度均较高
%

!

$本文提出的一种逐次寻优算法求解拉格

朗日乘子"不仅能够克服初值敏感性问题"优化收

敛好"而且求解效率较高
%

2

$本文提出的对偶型
U

逐次寻优方法与其他

方法的相比"计算精度较高
%

其中改进的对偶型
U

逐次寻优方法的计算精度最高"并且能够很好地

适应于复杂分布类型的累积函数和分位值计算
%
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